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两种证明观念间的张力
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摘　要：哈金提出的两种证明观念把握了数学证明的内在特性，并明确地建立起二者对立与互补的态

势，从而使得两种证明观念间的张力得以显现。从数学史的视角来看，数学家们从未对证明观念达成完

全一致，因此两种证明观念间的张力是数学哲学中不容忽视的议题。从哈金的论述出发，通过对数学史

中若干案例的考察，可以将两种证明观念与数学实践中的形式化证明和非形式化证明进行对应，从而加

深对两种证明观念及其间张力根源的理解。
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Abstract: The two ideals of proof proposed by Ian Hacking capture the intrinsic character of mathematical 
proof and explicitly establish the opposing and complementary situation, thus allowing the tension between the 
two ideals of proof to emerge. From the perspective of the history of mathematics, mathematicians have never 
reached an absolute agreement on the ideal of proof, so the tension between the two ideals of proof is a topic that 
cannot be ignored in the philosophy of mathematics. Starting from Hacking’s account, by examining a number 
of cases in the history of mathematics, it is possible to correspond the two ideals of proof to formal and informal 
proof in mathematical practices, thus deepening the understanding of the two ideals of proof and the source of the 
tension between them.
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加 拿 大 哲 学 家 哈 金（Ian Hacking） 曾 经

提出了两种不同的证明观念：笛卡尔式证明

（cartesian proof）和莱布尼茨式证明（leibnizian 
proof）。前者是“经过一些沉思和研究，一个

人完全理解并‘瞬间’涌入脑海”（[1]，p.21）

的证明，后者是“每一步是精心设计并且可以

用机械的方式逐行检验”（[1]，p.21）的证明。

这两种证明观念的区分指明了人们对待数学证

明的不同立场，而二者间所呈现出的张力也反

映出数学实践方法的差异。事实上，两种证明

观念的对立与互补一直存在于数学发展的漫长

历史中。因此，在哈金论述的基础上详细考察

两种证明观念及其间的张力是很有必要的。正

如美国数学家哈里斯（Michael Harris）所指出

的：“哈金将这两种态度平行对待的一致性，如

果被其他哲学家所追随，可能会有助于调和数

学哲学与数学。”[2]

对两种证明观念的最初讨论源自 1973 年哈

金的不列颠学院 Dawes Hicks 哲学讲座“Leibniz 
and Descartes: Proof and Eternal Truths”，后来
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收录于哈金的文集《历史本体论》（Historical 
Ontology）中。[3] 在《为什么会有数学哲学？》

（Why is There Philosophy of Mathematics at 
All?）一书中，哈金进一步探讨了两种证明观

念在数学哲学中的影响。值得注意的是，在哈

金丰富的科学哲学思想中，两种证明观念似乎

并未处于其思想核心。这并不意味着两种证明

观念是不重要的。其实，哈金对两种证明观念

的考察恰恰反映出他一贯从思想史着手探寻概

念的生成与转变的研究路径。本文试图通过延

续哈金的研究路径来表明，两种证明观念间存

在着一股张力，并且这两种证明观念及其间的

张力在数学中有着直接的对应。藉由对这种张

力所展现的对立与互补态势的考察，我们将从

数学实践的视角重新探寻张力的根源。

一、哈金论两种证明观念

从两种证明观念的命名不难看出，它们可

以追溯到笛卡尔与莱布尼茨这两位哲学家（同

时也都是数学家）的思想。早在 1973 年的讲座

中，哈金就比较分析了笛卡尔和莱布尼茨在证

明观念上的区别。在哈金看来，二者的区别源

于对真理和证明间关联的认识不同：“莱布尼茨

认为真理是由证明构成的。笛卡尔认为证明与

真理无关。”（[3]，p.204） 
作为近代哲学中唯理论的奠基人，笛卡尔

注意到了“随着予以考察的方式各异，获知这

些命题，有些是通过直观，有些则通过演绎；

然而，起始原理本身则仅仅通过直观而得知，

相反，较远的推论是仅仅通过演绎而获得。”

（[4]，p.13）这表明笛卡尔将直观和演绎作为

发现真理的手段，并且相比于演绎来说，直观

更具备直接性与全局性。哈金将笛卡尔的证明

观念类比为苏格拉底的反诘法，他认为笛卡尔

在《第一哲学沉思集》中阐述的是一种古老的

证明观念。（[1]，p.26）

与笛卡尔的证明观念不同，莱布尼茨追求

的是明晰性与确定性，他希望通过普遍字符实

现“推理能够通过各种数字得到证明或检验”。 
[5] 通过对莱布尼茨关于普遍字符构想的分析，

哈金指出：“洞见变得与认识证明的有效性无

关， 真 理 变 得‘ 机 械 ’。”（[3]，p.203） 这 表

明机械化的思想经由莱布尼茨渗透到证明观念

中，此后证明观念才进入了现代进程，因为它

实则转变了自欧几里得以降的证明观念，将证

明的形式提升至一个重要的位置。事实上，欧

几里得在《几何原本》中所作出的证明，虽然

是建立在公理化体系上的，但是其中很多的过

程都依赖于直觉。以《几何原本》第一卷中的

命题 20“在任意三角形中，任意两边之和大于

其余一边”[6] 的证明为例，我们必须要对三角

形的几何图形有所直觉才能够理解并证明这一

命题。然而，数学中的直觉有时是不可靠的，

数学史家克莱因（Morris Kline）曾对这一点有

过说明。[7]他给出的例子是魏尔斯特拉斯函数：

过去的数学家曾普遍认为连续函数是可导的，

魏尔斯特拉斯函数的连续却处处不可微的性质

改变了这一共识。另一个类似的例子同样来自

数学分析中的病态函数狄利克雷函数，它处处

不连续、黎曼不可积却勒贝格可积。

虽然笛卡尔式证明与莱布尼茨式证明可以

追溯到上述两位哲学家的思想，但是需要指出

的是这两种证明观念是由哈金正式提出的，因

此其内涵并不完全等同于笛卡尔和莱布尼茨的

思想。为了作以区别，哈金在英文术语中使用

的是小写的“cartesian”和“leibnizian”，而非

直接以大写人名作为术语。按照哈金的说法，

笛卡尔和莱布尼茨在证明观念方面的分歧本质

是为解决 17 世纪的认识论问题，（[3]，p.200）

哈金提出两种证明观念的目的是探寻其在数学

中的影响。从两种证明观念在数学中的具体表

现出发，我们可以总结出它们各自的特征：

笛 卡 尔 式 证 明 的 特 征 是 依 赖 于 直 觉（ 直

观），因为直觉可以认识基本概念直至证明本

身。笛卡尔非常重视直觉在认识过程中的作用，

他将其视作“纯净而专注的心灵的构想”，（[4]，

p.12）并认为“这种构想由于更单纯而比演绎

本身更为确实无疑”。（[4]，p.12）也就是说，

凭借直觉获取的信念是先于演绎的，因而是显

然的（obvious），这意味着不需要再对其进行

额外的说明。“显然的”是一个语境化的性质，
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数学家在数学实践中省略证明步骤时经常会声

称其为“显然的”，这既默认了后续陈述的直

觉性，也默认了读者具备基本的背景知识。

莱布尼茨式证明的特征是机械化和形式化

的。莱布尼茨对于以机械方式进行检验的追求

使得证明必须是形式化的，因此证明将完全由

符号化的人工语言写出。因为自然语言是含混

的，这会为证明带来不够精确的成分，而这正

是莱布尼茨式证明所不能容许的。形式化的证

明一定是严格的，因为它不会省略任何细节，

证明中的每个步骤都必须是遵循推理规则的。

为了体现两种证明观念在当今数学界的延

续，哈金选取了两位当代数学家的思想作为范

例，分别是法国数学家格罗滕迪克（Alexander 
Grothendieck） 和 俄 罗 斯 数 学 家 沃 伊 沃 茨 基

（Vladimir Voevodsky）。他将格罗滕迪克的思

想视为笛卡尔式证明的终极范例，而将沃伊沃

茨基的思想视为莱布尼茨式证明的终极范例：

“格罗滕迪克要求进行持续的概念分析，就像

拉卡托斯的证明与反驳的辩证法一样，它最终

以概念间的关系是‘显然的’而结束，于是被

证明的定理就会立即以笛卡尔的方式被理解为

真的。沃伊沃茨基不仅建议对证明进行更多的

计算式搜寻，而且建议数学期刊只有在有机器

可读的证明被提供时才会接受定理的发表：终

极的莱布尼茨情形。”（[1]，p.141）格罗滕迪

克擅长以普遍性的视角思考数学问题，其特点

是“在处理某个具体问题的时候，数学家将其

纳入一个抽象的结构框架，然后借助一系列离

解和拓展步骤来逐渐‘软化’它。”[8] 在他的

自传中，格罗滕迪克也提及直觉对于理解概念

的重要性：“每次这样的发现都通过意想不到的

直觉与特定概念相关联，从而丰富了我们对两

个概念的理解。”[9] 而沃伊沃茨基的思路是：“为

了验证证明，我们需要构建一个‘特定的’形

式演绎系统，并解释它如何与存在于我们思想

中的数学对象和推理形式相对应。”[10] 这一目

标是将数学转化到特定的形式系统中去表示。

沃伊沃茨基及其所宣扬的计算机辅助证明显然

是莱布尼茨式证明的极端形式，它消解了证明

中一切可能的直觉，走向了完全形式化的道路。

二、两种证明观念各自的问题

既然两种证明观念的特征是如此的不同，

那么我们能否宣称某种证明观念切实地优于另

一种呢？哈金对这个问题给出的否定答案阐明

了张力的所在：“没有哪一种（观念）是完全正

确或者完全错误的，因为证明总是一个或一组

不断发展的概念。”（[1]，p.40）在上一节的分

析中，我们已经看到了两种证明观念各自特征

所呈现的直觉与形式间的对立态势，本节我们

将从两种证明观念各自的问题出发，尝试说明

两种证明观念在解决问题时的互补态势。

笛卡尔式证明强调诉诸直觉，这会导致数

学 中 的 认 知 非 正 义。 认 知 非 正 义（epistemic 
injustice）是弗里克（Miranda Fricker）提出的

用于刻画认知过程中非正义现象的概念，主要

包括证词非正义和解释非正义，前者指的是“偏

见导致听者降低对说者的话的可信度”，（[11]，

p.1）后者指的是“集体解释资源的差距使某

人在理解其社会经验时处于不公平的劣势”。

（[11]，p.1）作为人类认知过程中的一项重要

活动，数学中同样存在着各种认知非正义。利

特伯格（Colin Jakob Rittberg）等使用印度数

学家拉马努金（Srinivasa Ramanujan）的例子

用以说明数学中认知非正义的产生。[12] 拉马努

金以其异于常人的数学直觉而闻名，他不喜为

自己给出的公式作出证明。严格来说，在拉马

努金的例子中我们已经不能看到任何与我们熟

知的“证明”相关的要素了，仅仅能够感受到

直觉的力量。将数学知识过度归于直觉的结果

是使其无法被数学共同体检验。数学证明并不

只是由某位数学家写出就可以称为数学证明，

必须得到数学共同体的承认。俄罗斯数学家马

宁（Yuri Manin）曾指出，“一个证明只有在‘接

受其为证明’的社会行为后才会成为证明。”[13]

因此检验之于数学证明被“接受为证明”是很

关键的一环。

拉 马 努 金 的 例 子 或 许 过 于 极 端， 为 了 体

现笛卡尔式证明导致的认知非正义在当今数

学界仍然存在，我们选取日本数学家望月新
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一（Shinichi Mochizuki）的例子来进行说明。

2012 年，望月新一声称证明了 abc 猜想并将论

文发布于个人主页，但是他提供的证明过于晦

涩，同时部分内容缺乏详细证明，因此并没有

获得数学共同体的广泛承认，以德国数学家舒

尔茨（Peter Scholze）和斯迪克斯（Jacob Stix）

为代表的一些数学家认为望月新一的证明是不

成立的。为了证明 abc 猜想，望月新一提出了

崭 新 的 IUT 理 论（Inter-universal Teichmüller 
theory），其中包含了大量新奇的概念和术语。

加藤文元在介绍望月新一的工作时指出：“IUT
理论是在一个全新的框架里使用全新的语言和

概念体系建构起来的理论，它是无法在通常的

数学范式里进行解释和说明的。”[14] 望月新一

的例子与拉马努金的区别在于，拉马努金没

有给出符合数学共同体范式的证明，而望月

新一确实给出了证明，只不过他的证明并不

能为数学共同体所普遍接受。在最新的博客文

章中，望月新一再次表示 IUT 理论是成熟的数

学理论，因为其核心内容已经发表于同行评议

的数学专业期刊（由京都大学数学科学研究所

主办的 Publications of the Research Institute for 
Mathematical Sciences, SCIE 收录）。而舒尔茨

和斯迪克斯的反驳从未发表于任何同行评议期

刊，并且二人多次拒绝与望月新一展开深入讨

论。此外，绝大多数援引舒尔茨二人观点以反

驳望月新一的其他数学家，其理由几乎都是舒

尔茨二人是顶尖数学家（因而他们是正确的），

而非更加精确的细节指正，颇有诉诸权威之嫌，

由此望月新一认为这是一种对学术规范和原则

的公然漠视。[15] 望月新一的遭遇同时兼具证词

非正义和解释非正义两个方面：一方面，他的

工作遭到了一些数学家的误解和漠视；另一方

面，当前数学界缺乏有力证明 abc 猜想的工具，

而他自创的 IUT 理论却又面临着难以被理解的

困境。

笛卡尔式证明在可检验性方面本来就存在

着不足，望月新一使用的新理论则放大了这种

不足。既然证明建立在对新的概念体系的直觉

理解上，那么一旦这种理解无法形成，其所支

撑的证明就不可能被数学共同体接受。然而

面对笛卡尔式证明，即便是数学共同体的检验

也不可避免地会混入直觉的因素，莱布尼茨

式证明则会使得证明的检验不会受到直觉的

干扰，由此人们寄希望于借助计算机验证 abc
猜想的证明，美国数学家萨瑟兰（Andrew V. 
Sutherland）却在 Persiflage 博客中评论道：“任

何可以被计算机详细阐述的证明，都必须完全

由数学家理解的步骤组成。”[16] 虽然莱布尼茨

式证明有望解决笛卡尔式证明的困境，但是对

于望月新一的例子来说，其他数学家首先要做

的是理解它，然后才能将其置于计算机中进行

检验。不过，望月新一本人对计算机检验仍然

抱有期待：“尽管形式化可能无法解决社会问

题，但是它代表了最好并且或许是唯一可实现

的技术，从而能将数学真理从社会因素束缚中

解脱出来。”[15]

然而，莱布尼茨式证明的问题在于它使得

证明的有效性与其证明的内容相分离，人为地

割裂了形式与内容间的联系。当一个莱布尼茨

式证明摆在面前，藉由推理规则我们可以判断

出这个证明是否正确，这些工作当然很有价值。

然而，数学家会进一步追问“然后呢？”——

数学家所感兴趣的不仅仅是证明为什么是正确

的，更重要的是他们能够从证明中得到哪些深

刻的、非平凡的洞见。数学家为什么要进行证

明？有人认为是为了发现新的数学定理。那么

当勾股定理首次被证明后，是否后续不同方法

的重复证明就没有意义了呢？答案是否定的，

人们仍然乐于提出关于勾股定理的不同证明方

法。这并不是为了不断地验证勾股定理为真，

而是出于创造的乐趣。不同的证明虽然已经不

会为验证定理提供更多的贡献，但是它们确实

提出了新的具有启发性的方法和问题，例如费

马大定理就源自对勾股定理的推广。因此，数

学证明除了为一个数学定理提供确证外，它还

是启发新的数学思想和方法的重要源泉，莱布

尼茨式证明并不能够完成这样的任务。

此外，莱布尼茨式证明也不能提供关于数

学证明的理解。阿维加德（Jeremy Avigad）与

哈里森（John Harrison）指出，“一种形式化、

符号化的证明在很大程度上是人类无法理解
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的，因此无助于增强我们的理解。”[17] 理解建

立在对语言和规则的理解上，如果大多数数学

家都不理解莱布尼茨式证明的话，就势必会影

响其在数学共同体中的传播，它更像是一串密

文，即便经过了计算机的验证，也不会带来除

了正确性之外的任何理解与洞见。翻开怀特海

和罗素的《数学原理》（这部巨著是莱布尼茨

式证明的应用案例），人们会发现书中充斥着

大量奇异的符号，一方面现在的用法已与彼时

大有不同，另一方面也是因为其形式系统是难

以理解的。

事实上，两种证明观念在直觉和形式方面

都是具有程度的。极端的笛卡尔式证明情形中，

直觉的作用被无限放大，例如拉马努金甚至不

能给出一个证明，认知非正义的现象就会出现。

即便是不完全依赖于直觉的望月新一，也不可

避免地会遇到这样的困境，因此计算机验证似

乎成为了解决问题的途径；极端的莱布尼茨式

证明情形中，完全形式化成为了主导，这使得

证明忽略了数学中的创造力与洞见，不过这个

问题反过来又可以由笛卡尔式证明来弥补。这

令我们看到，二者间的张力不仅存在着特征上

的相互背离，而且在一些特定的缺陷方面存在

着相互补充的态势。

三、非形式化证明与形式化证明

倘若我们将目光从哲学分析转移到数学实

践，那么哈金提出的笛卡尔式证明和莱布尼茨

式证明可以分别对应于非形式化证明（informal 
proof）和形式化证明 （formal proof）。简单来说，

非形式化证明是数学家在数学实践和日常交流

中通用的证明，一般包含了自然语言和必要的

符号，其推理过程中的一些显然的步骤会被省

略；形式化证明是使用人工语言编写的证明，

其中的每一步都或者是公理，或者是使用推理

规则从前面的步骤推出的，不能省略任何细

节。上述对应关系在哈金的论述中多次隐含地

出现，例如“形式化证明的概念是莱布尼茨时

代创造的”，（[3]，p.212）而格兰维尔 （Andrew 
Granville）则直接指出哈金的两种证明观念同

非形式化证明与形式化证明间存在着对应关

系。[18] 因此，把握两种证明观念间的张力应当

通过这种对应寻求进一步的理解，这一方面体

现在前面讨论过的对立与互补的态势中，另一

方面则体现在对于非形式化证明与形式化证明

所持有的立场上。我们至少可以区分出以下三

种对待非形式化证明与形式化证明的立场：

第一种是反对形式化证明的立场。拉卡托

斯（Imre Lakatos）指出：“只有当形式系统是

已建立的非形式数学理论的形式化时，我们才

能 说 到 形 式 系 统。”（[19]，p.99） 也 就 是 说，

形式化证明是非形式化证明的理性重建。数学

家对于定理证明的认识是先建立在笛卡尔式的

非形式化证明上的。当然，拉卡托斯是坚定地

反对形式化证明的，“形式化可能给非形式思

想实验增加的证明力和说服力是多么地小。”

（[19]，p.106）由此，哈金将拉卡托斯归为笛

卡尔式证明的支持者，“（拉卡托斯的）《证明

与反驳》是笛卡尔式证明形成的指导手册——

通过解决反驳来澄清思想。”（[1]，p.31）拉卡

托斯关于多面体欧拉定理的讨论是一个说明直

觉在证明中作用的例子。在这个例子中，拉卡

托斯试图表明数学知识的增长是一个证明与反

驳的进程，[20] 这在某种程度上削弱了形式化证

明对数学知识的作用。当然，非形式化证明在

拉卡托斯那里是服务于其背后的数学拟经验主

义和可谬论的，其作用是充当数学假说 - 演绎

中的证伪者角色。

第二种是倡导形式化证明的立场。随着计

算机辅助证明的日益普及，这种立场逐渐在数

学界广泛传播。秉持这种立场的人大多是计算

机辅助证明的实践者，他们对非形式化证明经

常出现的错误感到不满，这些错误通常涵盖“推

理中的空白、诉诸错误的直觉、不精确的定义、

误用背景事实、繁琐的特殊情形和作者没有检

查的附加条件等”。[17] 沃伊沃茨基就曾回忆自

己早年间论文中的错误，并表示“唯一真正

的长期解决方案是开始使用计算机验证数学推

理”。[21] 支持者认为，形式化证明对于数学的

影响是不容忽视的。美籍华裔数学家、机器证

明的先驱王浩曾预言其“长远看有可能实现大

《自然辩证法通讯》 第 48 卷 第 5 期（2026 年 5 月）: 42-49



J D
 N

47

规模的数学革命”，[22] 不过他更希望藉由此，“人

对数学活动的贡献将不得不少一些程式化的方

面，而多一些富有想象力和创造性的内容。”[22]

望月新一同样看到了形式化证明的革命性前

景：“经过 Lean 风格计算机形式化处理的数学

所具有的严格性，可能会引发大学招聘 / 晋升

制度和数学期刊同行评议制度的商业模式的根

本革命。”[15] 在当前的形式化证明社区中，维

迪克（Freek Wiedijk）是公开宣称形式化证明

是数学革命的，[23] 我们则在维迪克的基础上论

述了形式化证明为何是一场数学革命，[24] 论证

思路是数学家对数学证明的检验无法规避人脑

证明易错的缺陷，而计算机对数学证明的检验

的准确性要高得多。如此看来，至少在检验证

明的正确性方面，形式化证明驱动的计算机辅

助证明是数学革命。

第 三 种 是 折 中 与 调 和 的 立 场。 麦 克 白

（Danielle Macbeth）为这个立场作出了精辟的

总结：“一方面是洞见和理解，另一方面是信

念和真理，它们并非是互不相容的。”（[25]，

p.2121）赫什（Reuben Hersh）注意到形式化

证明与非形式化证明分别在理论层面和实践层

面具备的不同含义。[26] 虽然赫什也指出形式化

证明的意义依赖于对非形式化证明的检验，但

是他对于两种证明的立场更加地温和。在他看

来，“证明可以说服，也可以解释”，[26] 因而调

和的思路是非常自然的，那就是取决于证明目

的的不同：“在研究中，说服是主要的；在课堂

中，解释是主要的。”[26]

四、张力的根源

为什么在两种证明观念间会存在这样的张

力？哈金将差异与张力归因于笛卡尔与莱布尼

茨在解决认识论问题时真理观的分歧，其背后

有着深刻的科学与时代背景。正如哈金所阐释

的，摆在笛卡尔与莱布尼茨面前的问题是“17
世纪早期科学活动的成功已经造成了人类对自

己所知事物认识的危机”。（[3]，p.208）笛卡

尔对亚里士多德主义抱有不满，他选取了一条

激进的路径去处理，将永恒真理看作是上帝的

创造。相较而言，莱布尼茨的路径看似更加传

统，却意外（或不意外）地成为了现代数学证

明观念的奠基。麦克白认为，笛卡尔与莱布尼

茨在证明观念方面的对立甚至可以追溯到古希

腊时期柏拉图与亚里士多德间的争论，[25] 这就

给两种证明观念的问题赋予了更深层次的哲学

史背景。

当然，哈金对张力根源的分析建立在他的

思想史研究方法上。如果我们将由两种证明观

念驱动的数学实践纳入考察的范围，就会看到

张力的根源来自三个不同层面。首先是两种证

明观念的语境不同。关于数学证明与语境的关

系，康仕慧曾指出：“数学证明的产生是在数

学共同体共有的语境中完成的。数学证明依赖

语境，而语境的核心则是理解，因此理解是证

明的核心。”[27] 数学是一项人类活动，而数学

证明本质上是人为建构的，所以其表现形式就

必然取决于建构的语境。笛卡尔式证明是在数

学知识的增长、交流与传播的过程中广泛使用

的，拉卡托斯关于欧拉定理的例子说明了其在

数学知识的增长中的作用，而数学知识在交流

与传播的过程中必须确保听者和说者在同一语

境下，望月新一的证明不被认可恰恰是因为他

自创的 IUT 理论不在主流数学共同体的约定范

畴中，因而成为了一个反例。相反，莱布尼茨

式证明并不存在于交流与传播的语境中，因为

它不是可读的证明。康仕慧认为：“书面的形式

化的数学证明在某种程度上实际上则是演讲者

试图使听众信服的结果。”[27]

其次，语境层面的不同已是数学证明在交

流过程中的体现，两种证明观念生成的先后顺

序也是不同的。在数学家大脑中生成数学证明

的进程中，数学家先要有对于数学证明的整体

性直觉把握，才能够给出一个数学证明。数学

家不可能在脱离直觉与理解的情况下直接逐步

写出一个数学证明。这意味着，笛卡尔式证明

一定是先于莱布尼茨式证明出现的。在第三节

拉卡托斯关于形式化证明与非形式化证明的关

系的论述中，我们也能够看到类似的处理。此

外， 英 国 数 学 家 阿 蒂 亚（Michael Atiyah） 的

话同样说明了二者的先后顺序：“与其他自然科
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学的情形一样，数学中的一个发现也要经几个

阶段才能实现，而形式证明只是其中的最后一

步。”[28] 换句话说，莱布尼茨式证明只不过是

对于数学家直觉获取对研究对象认识的一个检

验，那是数学认知过程中的最后阶段，它为笛

卡尔式证明提供了机械检验的方案，为笛卡尔

式证明的正确性提供了保证。

最后，两种证明观念中人的主体性地位也

是不同的。笛卡尔式证明强调直觉这种主观意

识的功能，人在笛卡尔式证明的生成进程中必

须处于主体地位。没有了人的存在，就谈不上

理解证明。莱布尼茨式证明则不同，它所强调

的是对证明的机械检验，这个检验过程可以交

给人来完成，如今也可以交给计算机来完成，

这是因为莱布尼茨式证明建立在客观的逻辑规

律之上。然而，计算机既不具备理解的能力，

其提供的检验也并不是可读的。

五、余论：非此即彼？

哈金对两种证明观念的划分很容易导出一

种关于证明观念的二元论，正如麦克白所阐明

的：“似乎只有两种选择：要么认为数学推理是

演绎的，因此仅是形式化和解释的，而非扩展

的；要么相反地认为数学推理是扩展的，是新

知和洞见的来源，因此不能仅是形式化和演绎

的。”（[25]，p.2119）然而，哈金明确反对了

这样一种证明观念的二元论，并指出计算机对

四色定理的证明“既不是笛卡尔式的，也不是

莱布尼茨式的”，（[1]，p.64）从而为证明观念

的扩张留有余地。它不依赖于人脑的直觉，也

不是逐步式的形式化证明。概言之，哈金的两

种证明观念既非简单的二分法，亦非相互矛盾

的观念。

以哈金的原始论述为开端，我们首先看到

了笛卡尔式证明与莱布尼茨式证明在特征上的

对立，这很大程度上源于对直觉与形式的重视

程度不同；其次，在两种证明观念各自导致的

问题中，张力变得更加清晰：一种证明观念的

问题需要另一种证明观念协助解决。至此，张

力所蕴含的对立与互补态势得到了展现；再次，

我们发现两种证明观念在数学实践中的对应，

即非形式化证明与形式化证明，对二者的多元

立场再一次反映出两种证明观念间的张力；最

后，我们以数学实践中的证明为基础对张力的

根源进行了三个层面的分析，试图丰富哈金的

论述。

无论如何，两种证明观念都在数学的发展

进程中起到了不容忽视的作用，笛卡尔式证明

所包含的创造性洞见是数学前行的恒久动力，

莱布尼茨式证明驱动的计算机辅助证明在当今

数学中带来的范式变革也同样令人振奋和心怀

期待。如何处理好两种证明观念间的张力，发

挥其各自的优势，是数学家在具体的数学实践

中应当考虑的问题。
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