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摘　要： 20世纪初，大量优秀数学家不断涌现，许多一流的数学家为拓扑学的发展壮大做出了杰出贡

献。美国的普林斯顿拓扑学派包揽许多数学大家，所罗门·莱夫谢茨就是其中“代数拓扑学”的主要代表

人物之一。莱夫谢茨在普林斯顿奋斗了30年，从一名孤军奋战、丧失信心的残疾青年，成为众人敬重的

拓扑学大家，并带领美国拓扑学派走向了世界数学的中心，为拓扑学在20世纪的蓬勃发展奠定了基础。
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Abstract: The early 20th century saw the emergence of a large number of outstanding mathematicians, 
many of whom made outstanding contributions to the development and growth of topology. The Topology School 
of Princeton in the United States included many great mathematicians, and Solomon Lefschetz was one of the 
main advocates of “algebraic topology”. Lefschetz struggled for 30 years at Princeton, growing from a lonely, 
disillusioned young man to a respected topologist and leading the American school of topology in becoming the 
center of world mathematics, laying the foundation for the flourishing of topology in the 20th century.
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所罗门·莱夫谢茨

（Solomon Lefschetz，

1884-1972），犹太数学

家，对拓扑学的发展有

很大的影响。他的早期

工作是在古典代数几何

学中运用了拓扑观念，

弥补了意大利代数几何

学的一些不严格之处。

1923-1942 年他主要研究代数拓扑学，用代数

的方法解决拓扑问题。

莱夫谢茨所在的美国普林斯顿拓扑学派是

20 世纪初兴起的学派，该学派的研究领域以代

数拓扑为主。莱夫谢茨对拓扑学的发展做出了

深远贡献，是普林斯顿拓扑学派的中坚力量。

一、莱夫谢茨的生平概述
所罗门·莱夫谢茨

第 45 卷 第 7 期（总 299 期）　　　　　自 然 辩 证 法 通 讯　　　　　Vol.45, No.7 (Serial No.299)
2023 年 7 月　　　　　　　　　　    Journal of Dialectics of Nature 　　　　　　　　　　     July 2023



121

莱夫谢茨1884年9月出生于俄罗斯莫斯科，

从小随父亲一起到法国生活。他不仅是一位杰

出的拓扑学家，还是一位才华横溢的语言学家，

精通俄语、英语、法语等等。1902 年至 1905
年，他在巴黎中央艺术与制造学院接受工程师

培训，并在那里听了皮卡德（E. Picard）和阿

佩尔（P. Apell）的讲座，之后在巴黎艺术中

心待了 3 年进行学习，1905 年获得了“艺术与

制造工程师”学位，这是他为人所知的第一件

事。同年，莱夫谢茨移居到美国，在鲍德温火

车头工厂工作了几个月，1907 年到 1910 年他

又在匹兹堡的西屋电气公司工作。1907 年 11
月，他不幸在一次实变压器爆炸事故中双手被

烧毁，从此失去了灵活的双手，这对他的身体

和精神都造成了伤害。

这使他不得不放弃工程师的事业，经过一

定时间的调整，莱夫谢茨重振旗鼓，决定全身

心投入数学事业。他很快意识到真正的道路不

是工程，而是数学。[1] 经过努力的自学，莱夫

谢茨成为了克拉克大学的研究生，不得不说他

在数学方面有一定的天赋，也是在这里于 1911
年获得数学博士学位。

莱夫谢茨有着令人惊讶的、富有成效的职

业生涯。在莱夫谢茨获得数学博士职位之后，

又在中西部大学获得一系列职位：内布拉斯加

大学讲师（1911-1913）、美国堪萨斯大学 讲

师（1913-1916）、副教授（1919-1923）和教

授（1923-1925）。在内布拉斯加州和堪萨斯州

度过的岁月是莱夫谢茨一生中最重要的时期，

他不仅学会了克服身体上的残疾而且在他离开

堪萨斯州去普林斯顿大学之前，他对代数几何

的研究和贡献的主要部分已经完成。来中西部

之前他只是一个无名小卒，但是 14 年后他再

离开这里时已经成为当时最杰出的几何学家之

一。正如他自己的自传说的，在美国，他在数

学上是完全孤立的。[2] 而这种情况最有价值的

地方在于，他能在数学上冷静地发展自己的思

想。莱夫谢茨也提到了这几年对他的重要性，

“我在完全与世隔绝的西部生活的那些年，对

我的发展起到了灯塔的作用，爱因斯坦希望每

个年轻科学家都能这样做，以便以自己的方式

发展自己的想法。”[3] 在中西部的岁月是快乐

而富有成果的一段时光。

1924 年莱夫谢茨花了一年时间访问普林斯

顿大学，访问结束后被数学系主任范因（H. B. 
Fine）邀请到普林斯顿当客座教授。正如我们

所知，他最终成为一代最有独创性，最有影响

力，最知名的数学家之一。到普林斯顿之后莱

夫谢茨的研究逐渐转向代数拓扑，和其他拓扑

学家一起将普林斯顿建设成世界数学的中心。

1925 年他的数学贡献得到认可，当选为美国国

家科学院院士。1935 年到 1936 年，他担任普

林斯顿大学的教授，1945 年他担任数学系主任，

直到 1953 年退休。

二战期间他还在美国海军部担任顾问，这

时莱夫谢茨已经 60 岁了，已经在代数几何和

代数拓扑两个领域做出了卓越贡献，他把注意

力转移到了微分方程。在此期间他接触到俄罗

斯关于非线性振荡和稳定性的研究和著作。他

立刻意识到庞加莱（J. H. Poincaré）和李亚普

诺夫（A. M. Lyapunov）在微分方程几何理论

方面的工作的重要性，并且看到这个问题在

美国已经被忽视很久了。在海军研究办公室的

支持下，他于 1946 年在普林斯顿大学组织了

一个微分方程研究项目，该项目后来成为美国

常微分方程研究的主要中心。一直到 1953 年，

他一直担任这一项目的主管。1954 年从普林

斯顿退休后，莱夫谢茨仍然非常活跃。1957 年

11 月，他被授权在高等研究院建立一个微分方

程中心，担任数学小组的主任，并要求他使“这

个中心”成为世界上此类中心的一个杰出例子。

从 1964 年到 1970 年，他是布朗大学应用数学

的客座教授，也是中心动力系统的成员，随后

帮忙创建了《微分方程杂志》，并成为主编。

莱夫谢茨凭借杰出的数学贡献，在 1919 年

巴黎科学院获得波丁奖。1921 年莱夫谢茨将他

的代数曲面拓扑理论的研究工作发表在美国数

学学会会报中，因此获得了美国数学学会的波

谢（Bocher）奖。1964 年，莱夫谢茨因其对墨

西哥数学的贡献，获得阿吉拉·阿兹特克（A. 
Azteca）勋章。[4]1960 年，他作为国家代表出

席了在莫斯科举行的第一届国际自动控制联
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合会（International Federation of Accountants，

IFAC）大会，在此期间，他与庞特里亚金（L. 
S. Pontryagin）建立了友谊，他同样也是一位

杰出的拓扑学家。

除了美国数学学会和美国国家科学院，他

还是美国哲学学会的成员、欧洲和美国许多数

学学会的荣誉成员，也是巴黎科学院、马德里

科学院、米兰伦巴多科学院、皇家学会和伦敦

数学学会的外国成员。1956 年，他获得了德

林塞学院颁发的安东尼奥·费尔特利内利国际

奖。1964 年，约翰逊（L. Johnson）总统授予

他国家科学奖章，以表彰他在发展数学和培养

数学家方面不屈不挠的领导能力。1972 年莱

夫谢茨在普林斯顿因患病去世，享年 88 岁。

二、莱夫谢茨的拓扑学研究

莱夫谢茨在经过代数几何到代数拓扑的过

渡时期之后，便完全投入到拓扑学的研究中。

在他对代数拓扑学的许多贡献中，最著名的和

最常被提及的两个就是不动点公式和有边界

流形的对偶定理。

莱夫谢茨在拓扑学方面的许多工作都涉及

到不动点的概念，不动点定理早在 19 世纪 80
年代的庞加莱理论的著作中就已经是拓扑结

构的一个组成部分了。特别是莱夫谢茨在不动

点理论中应用了同调理论，进一步发展了庞加

莱的不动点定理。莱夫谢茨在 1923 年发表在

美国国家科学院院刊上的《流形的连续变换》

首次证明不动点定理时，他宣布他发现了一个

用于研究流形的连续映射，特别是不动点问题

的新方法。莱夫谢茨一直在研究流形内的交

集，将一个映射的研究与交理论的图像联系起

来，使用同调理论来研究交点的代数数，这样

一个点可以成为两个映射的重合，而不动点数

又与重合数有关。

1925 年，莱夫谢茨又发布了同名的文章，

继 1923 年的讨论进一步完善结果。他给出了

他的主要结果：一个计算 (Γn, Γ'
n) 的公式：

其 中 Ru 是 X 的 贝 蒂（Betti） 数，α 依 赖 于

由 f 导出的同态，而 β 来自于导出的同态的庞加

莱对偶。

1926 年，莱夫谢茨发表的论文《复形和流

形的交与变换》主要致力于无边界紧致可定向

流形的不动点定理的证明，莱夫谢茨写道：“该

方法可以用一种非常简单的例子来解释。设

f(x) 和 g(x) 是区间上连续的单值函数，并且设

它们在区间 [0, 1]上的值也是在 0 到 1 之间，需

找到满足 f(x)=φ(x)，0≤x≤1 的值。”[5] 这里莱夫

谢茨通过图像中交集重数和克罗内克指数计算

映射 f(x)、φ(x) 的重合数。如果 φ(x)=x 是恒等映

射，那么 f(x) 的不动点就是 f(x)=x 在 0≤x≤1 上的

解。并将重合点不动点数目简化为循环的交问

题，得到了这样的结论：在序列中获得的重合

数是变换的实际拓扑不变量，类似的方法也可

以用于不动点数目问题。

1926 年，莱夫谢茨得到了无边界流形的变

换。1927 年在他的文章《带边界的流形的变换》
[6] 中，面临的问题是如何将结果推广到比封闭

流形更广的空间中。莱夫谢茨通过矩阵法，大

大简化了已经给出的公式。并实现了他自己的

承诺，将不动点理论扩展到有边界流形。随着

莱夫谢茨的不断化简与演变，最后莱夫谢茨的

不动点公式演变成一个成熟的形式，其描述如

下：

设 f 是 拓 扑 空 间 X 到 自 身 的 连 续 映 射，

对于每个维度 n，f 推导出基于有理数 R 为系

数群的同调群 Hn(X) 的一个自同态 fn。现在

Hn(X) 是 R 上的一个向量空间。如果它的秩

是有限的，则赋给 fn 一个数字不变式，称为迹，

并以 Tr ( fn) 表示。通过选择 Hn 的基，并取 fn

的对应矩阵的迹来计算公式，现在我们将它

用莱夫谢茨的名字命名：莱夫谢茨数，可以

由 L(f) 表示，给出公式

如果L(f)≠0，那么f至少有一个不动点。[7]

代数拓扑学派中有许多对对偶性进行研究

的数学家：庞加莱、怀特黑德（S. Whitehead）、

霍 奇（W. V. D. Hodge）、 亚 历 山 大（J. W. 
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Alexander）、莱夫谢茨等等，莱夫谢茨对偶方

面的研究也深受他们的影响。

在莱夫谢茨 1929 年的文章《拓扑学的对偶

关系》[8] 中，不仅扩展了庞加莱的工作，并对

已知的对偶关系的证明进行了修正和一定程度

上的扩展。1930 年，在普林斯顿大学莱夫谢茨

和福莱克斯尼尔（W. W. Flexner）共同发表了

关于拓扑流形贝蒂数的对偶定理。为了把不动

点定理推广到有边界流形（相对流形），他引

入了相对同调群，并把庞加莱对偶定理推广到

相对情形，得出莱夫谢茨对偶定理。该定理的

主要成就之一就是，它清楚地揭示了庞加莱对

偶定理与亚历山大对偶定理之间的密切关系。

莱夫谢茨证明了

到了众多数学家的认可和赞叹。

普林斯顿学派崛起于二战期间，是美国成

为强国的重要原因之一，在这里几乎垄断了全

世界顶级的数学家。20 世纪初，普林斯顿数学

学派于美国快速兴起，普林斯顿大学数学系和

普林斯顿高等研究院数学部，在 30 年代迅速成

为美国数学界冉冉上升的新星，不仅在拓扑学、

代数学和数论方面独占鳌头，运筹学和新生的

博弈论也处于领先的地位，逐渐与欧洲数学接

轨，并一直延续到 20 世纪 50 年代。

普林斯顿拓扑学派主要集中在普林斯顿大

学和高等研究院两个机构中。

普 林 斯 顿 大 学 的 前 身 是“ 新 泽 西 学 院

（College of New Jersey）”，当时它是由美国基

督教为了培养长老创立的，从不搞科研。然而

到了 1896 年，由于美国内战，新泽西学院改名

为普林斯顿大学。它是一所严格的私立学校，

资金和空间都有限，所以有了严格的筛选制

度。1903 年，后来当选美国总统的威尔逊（W. 
Wilson）出任普林斯顿大学校长。他的首要任

务是将教育计划的质量与大学的升级地位相匹

配。为了成为一所真正的大学，学院经过大规

模的扩建，并新增了讨论研究课题，从而学术

和科研也慢慢得到了重视。大学计划组成顶级

梯队，在数学方面学生获得博士学位后，至少

需要留任一年，担任一些轻松的教学职位。随

着美国经济不断壮大，普林斯顿的数学也发展

起来，到 1925 年，普林斯顿大学数学研究人员

的总数迅速上升到全国该领域第一名。[12]

1933 年，普林斯顿高等研究院（Institute 
for Advanced Study，简称 IAS）正式成立。这

是一个独立的研究院，不属于普林斯顿大学，

但位于普林斯顿的范因楼中，这样研究院也可

以使用普林斯顿大学的设备，这样两个机构都

认识到了合作的好处，研究院的研讨会也向大

学的人员开放，反之亦然。[13] 由于其良好的学

术研究氛围、诸多学术界伟人的聚集，研究院

诞生了诸多著名的学术理论，成为世界的学术

圣地和科学中心。它是最早成立的高等研究院，

其最大最成功的特色就是：纯粹的学术科学研

究、“人才第一”的人才理念和自由活泼的学

其中 K※ 是 A 中由不相交的双胞腔定义的 K
中 L 的补体。并得出了他的对偶定理：

一旦证明了对偶关系，我们就可以将莱夫

谢茨得到的结果应用到组合流形连续变换的重

合点和不动点问题上。

1971 年，他编辑了他的主要数学论文和专

著的选集，包括到 1969 年的完整参考书目，在

选定的十八篇文章中，前几篇涉及代数簇的全

局分析和拓扑学，其中包括那篇《关于代数簇

的若干数值不变量，及其在交换簇中的应用》[9]

以及 1968 年的一篇反思性的评论文章《一篇数

学自传》。[2] 莱夫谢茨写了许多总结性的著作

供后人参考，比如《代数拓扑的早期发展》[10]

和《代数拓扑学》，[11] 前者简单地介绍了代数

拓扑的早期发展，总结了一些拓扑学家亚历山

大、维布伦、莫尔斯（M. Morse）等数学家的

前期拓扑工作。后者是莱夫谢茨一本很重要的

著作，对现在的研究者来说也有一定的学习价

值。

三、普林斯顿拓扑学派

普林斯顿拓扑学派是美国、乃至世界最有

影响力的学派之一，其研究结果、教学方法得

所罗门·莱夫谢茨：普林斯顿拓扑学派的中坚力量
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术氛围。[14]

该学派的代表人物除了拓扑大师莱夫谢

茨， 还 有 范 因、 维 布 伦、 莫 尔 斯、 外 尔（H. 
Weyl）等等。其中范因占据主导地位，对学派

的发展起到奠基作用。立志要把普林斯顿打造

成世界数学的中心。他广纳贤士，先后吸纳维

布伦和伯克霍夫（G. D. Birkhoff）等数学家，

并自己培养出拓扑学大师莱夫谢茨、拓扑学家

亚历山大，他还试图聘请会说英语的欧洲数学

家等等。因此，在 1905 到 1925 年之间，许多

即将成为美国数学领袖的年轻数学家都曾是普

林斯顿大学的成员。1934 年又任命了莫尔斯为

新成员。

在高等研究院成立的头四年里，组织了许

多拓扑学活动，比如：莱夫谢茨和亚历山大共

同主持拓扑学为期两年的讨论班；关于拓扑的

两年期的联合主讲的拓扑课程；莫尔斯的关于

大范围分析的课程与讨论班，等等。1937 年左

右，范因楼中从事研究工作的数学家高达七十

余人，其中还包括了普林斯顿大学的成员和访

问学者。1947 年亚历山大在第一届教授会中辞

职，1950 年维布伦成为荣誉教授，之后的 1952
年惠特尼（H. Whitney）加入。

在大学中，由莱夫谢茨和亚历山大带领的

对拓扑学方向有一定研究的数学家们，逐渐形

成了普林斯顿拓扑学派。其分为了两个阵营：

普林斯顿大学和普林斯顿高等研究院，它们是

两个独立的个体，也是相辅相成、合作交流的

关系。

学派后期的拓扑学研究都是围绕在斯廷罗

德（N. E. Steenrod）的周围展开的，他的讨论

班是所有拓扑学家的聚会基地。该学派集中在

几个选定的领域，并没有试图统一覆盖数学的

所有领域。拓扑的研究由大学的艾森哈特（L. 
P. Eisenhart）、 莱 夫 谢 茨、 特 雷 西 托 马 斯（T. 
Thomas）、内贝尔曼（M. Knebelman）和斯廷

罗德还有研究院的维布伦、亚历山大等共同进

行。[15]

在那些年，代数拓扑与微分拓扑在普林斯

顿处于高速发展的状态，同调的不变性这一问

题，历史地由美国普林斯顿拓扑学派的拓扑学

家们承担起来。在庞加莱之后，亚历山大和维

布伦于 1913 年实现了同调理论可对一般的复

形来建立。原先，庞加莱将一个剖分为两个三

角形的矩形的两端等置，得到一个平环的三角

剖分而形成一个单纯胞腔复形，这两个三角形

的交由两个一维单形组组成。为避免这种情形

的发生，莱夫谢茨在他的书《拓扑学》中，采

用了新的定义：设存在从 X 到某个 RN 中的子空

间 B 的同胚，使得 T 中每个单形由该同胚映成

B 的一个由直线组成的三角剖分 M 中的一个单

形，并使得 M 中的每个单形的每个面均属于 M。

依照莱夫谢茨，将胞腔取为单形之后，胞腔的

定向可利用单形的顶点的顺序来界定。1928
年，霍普夫发表有关莱夫谢茨迹公式的文章

《不变点上的莱夫谢茨公式的一个新证明》[16]

中采用了同调模，这个改变对代数拓扑本身有

着重大的影响，同年莱夫谢茨发现了庞加莱谈

到的可除同调就是采用有理数域 Q 中的系数的

同调。1926 年左右亚历山大和纽曼（M. H. A. 
Newman）等人同时引进了抽象的复形和链的

概念。1957-1958 年期间，亚当斯（F. Adams）

曾在这里证明了不存在霍普夫不变量为 1 的映

射；克外尔（M. Kervaire）也证明了 n 维球面

的非平行化；1959 年，在建立了可微的黎曼－

罗奇定理之后，阿蒂亚（M. F. Atiyah）发展了

拓扑 K- 理论 - 一种非常规的同调理论。这些研

究结果都推动了代数拓扑学在普林斯顿的快速

发展。[17]

1971 年，由于注意到数学不断扩大和不断

涌现的新研究，这里又发起了另一项活动，即

一个紧跟时代发展的系列综合评述性讲座，选

取一阶段有影响力，有重要创新学术成果的文

章进行评述。最早的这种讲座是 1971 年在高等

研究院举办的，由施密特（W. Schmidt）和赫

尔曼德尔（L. Hormander）主讲。他们追求的

是实时的综述报告，平均每年开展 1 到 2 次。

研究院的这种活动形式给美国和欧洲的数

学研究很大的冲击，几乎从一开始，普林斯顿

便成为了一个全世界的数学中心，成为哥廷根

衰退后数学家们最愿意去的地方。

普林斯顿大学和普林斯顿高等研究院主办
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了杂志《数学年刊》，主管编辑为莱夫谢茨和

冯·诺依曼。它是世界上与数学有关的所有期

刊中，质量最高的期刊之一，也是目前数学领

域的四大天王期刊之一。自 1998 年以来，除了

传统的纸质期刊外，还出版了电子期刊，在上

面发表的论文，一般表明作者做出了国际数学

界公认的比较重要的结果。

普林斯顿拓扑学派不仅促进了拓扑学理论

的发展，也极大地推动了美国的大发展，促进

美国成为一号强国。因为当时普林斯顿的盛行

正处于美国二战时代，这场战争也可以说是数

学家之战，它触动了普林斯顿数学圈子里的中

立主义者，除了莱夫谢茨在二战期间帮助美国

军方工作之外，还有许多普林斯顿的数学家参

与了密码制作及破译工作，普林斯顿高等研究

院的莫尔斯则在美国军需品总管办公室从事有

关工作。

不仅如此，普林斯顿拓扑学派强烈的数学

之风刮到全球，对中国拓扑学研究发展也有很

重要的影响。中国的数学家江泽涵和陈省身也

曾受邀到普林斯顿学习。

江泽涵是我国拓扑学研究的开拓者之一，

被称为“拓荒中国拓扑第一人”，致力于拓扑

学研究，特别是不动点类理论。1930 年受莫

尔斯指导在哈佛大学获得博士学位之后，江泽

涵又到普林斯顿大学做莱夫谢茨的研究助教，

跟随莱夫谢茨进行不动点理论的研究。1936
年，他第二次赴美，在普林斯顿高等研究院进

修，继续向世界大师级的拓扑学家们学习。赴

美留学的这段时间，他的所见所闻都对他从事

拓扑研究产生了深远且积极的影响。由此，江

泽涵很快进入拓扑学研究，并把所学带回到中

国。1939 年译成《拓扑学》，这是我国首本拓

扑教科书。同年，又在《科学》杂志上发表了

“什么是拓扑学”的文章，吸引并激励了许多

中国的数学学者。他与孙光远共同培养了中国

第一个本土数学研究生——陈省身，由此奠定

了陈省身从事微分几何和拓扑学的研究基础。
[18]1942 年，陈省身已经是中国著名的数学家，

他受到普林斯顿高等研究院的维布伦的邀请做

研究员，在研究院期间，陈省身做出一生中最

有创新的工作，发表了《高斯－邦尼特公式的

一个内蕴证明》等，推动了拓扑学在中国的发

展。拓扑学引入中国后，经过几代数学家的不

懈努力，中国在拓扑学领域也逐渐形成了重要

结果。[19]

结      语

莱夫谢茨是在他那一代的数学家中，最具

有影响力和原创性的数学教授之一，对数学的

贡献延续了六十年。在他职业生涯的早期，对

代数几何学方面的贡献得到了全世界的认可，

并且创立了代数拓扑学领域，成为代数拓扑学

主要研究者之一，在数学领域占据了主导地位。

他的出版物大约 134 项，足以写一部跨越半世

纪的数学历史记录。他自己的著作足以给拓扑

学的发展带来重要影响。[20]

莱夫谢茨对代数拓扑的主要贡献是他的流

形不动点定理，发展了广义局部连通空间的奇

异链复形的代数机制、相对同调和对偶理论，

得到了相应的不动点公式。并且在他的严格态

度下，《数学年刊》成为世界上最顶尖的期刊

之一，他和他的同事们亚历山大等数学家使普

林斯顿成为世界数学中心。他对数学和普林斯

顿大学的影响非常大，非常积极，也深刻影响

了美国的普林斯顿拓扑学派。

莱夫谢茨所加入的普林斯顿拓扑学派，经

过不断的提升发展，后续众多优秀数学家的带

领下，已经成为世界上数一数二的数学研究中

心，通过广泛的国际数学交流，普林斯顿拓扑

学派的发展也促进着世界各地数学的发展，对

现代数学产生重大的影响，它的成功也为其他

国家提供了宝贵的经验。在不断地相互汲取下，

拓扑学在世界上的发展也会越来越壮大。
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